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Chapter 1

2025/9/11

作业在每周习题课前提交，从第二次开始，教材：《黎曼几何讲义》忻元龙，参考材料：

Riemann Geometry, do Carmo.
本笔记遵守 Einstein 求和约定.

1.1 Riemann 度量

定义 1.1. 在光滑流形 M 上的光滑二阶共变对称张量场称为 Riemann 度量，即对于每个点
处的切空间，光滑地指定一个内积 ⟨·, ·⟩p. 带有 Riemann 度量的光滑流形称为 Riemann 流
形.

由于每个点处的切空间都有了内积，所以我们可以定义切向量 X 的模长为»
⟨X,X⟩.

还可以定义两个切向量 X,Y 之间的夹角为

arccos ⟨X,Y ⟩
|X||Y |

.

此外，对于 M 上的光滑曲线段 c : I → M，其中 I 是闭区间，可以定义其长度

ℓ(c) =

∫
I

|ċ(t)| dt.

在坐标卡 (U,φ)中，可以写出 Riemann度量的局部坐标表示. 具体而言，取
{

∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xn

}
为 TpM 的一组基，设 gij =

⟨
∂

∂xi ,
∂

∂xj

⟩
，则 Riemann 度量可以写成

ds2 = gijdxidxj .

例. 每个紧联通 Lie 群上都有双不变 Riemann 度量.
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证明. 设 G 是一个 n 维 Lie 群.
首先证明：对任意 G 上的左不变 n-形式 ω，ω 也是右不变的. 对任意 a ∈ G，R∗

aω 也

是左不变形式，因此与 ω 只差一个数量关系，即 R∗
aω = f(a)ω，其中 f(a) = R∗

aω(e)

ω(e)
. 那么

存在关系 f(ab) = f(a)f(b)，因此 f 是 G 到 R× 的群同态，而且连续. 结合 G 是紧联通 Lie
群，f(G) = {1}. 所以 R∗

aω = ω 对所有 a ∈ G 成立.
其次，对于任意点 e 处的 n-形式，都可以通过左平移沿拓到 G 上，成为一个双不变的

n-形式，设为 ω. 如果 G上原先有一个 Riemann度量 ⟨·, ·⟩，则可以定义新的 Riemann度量

⟨u, v⟩′y =

∫
G

⟨(Rx)∗u, (Rx)∗v⟩yxω.

这是左不变的，因为 ω 是左不变的；这是右不变的，因为对所有右平移作了积分.

1.2 Levi-Civita 联络

定义 1.2. 称 ∇ 为联络，如果对每对 M 上的向量场 X 和 Y，都有向量场 ∇XY，且满足

1. ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z.

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

3. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY .

命题 1.1. 对每个 Riemann 流形，存在唯一的联络 ∇ 满足

1. X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩.

2. ∇XY −∇Y X = [X,Y ].

证明. 反复利用 1 和 2，就有

⟨∇XY, Z⟩

=X⟨Y, Z⟩ − ⟨Y,∇XZ⟩

=X⟨Y, Z⟩ − ⟨∇ZX,Y ⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩

=X⟨Y, Z⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ − Z⟨X,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩

=X⟨Y, Z⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ − Z⟨X,Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩+ ⟨∇Y Z,X⟩

=X⟨Y, Z⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ − Z⟨X,Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − ⟨Z,∇Y X⟩

=X⟨Y, Z⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ − Z⟨X,Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − ⟨Z, [Y,X]⟩ − ⟨∇XY, Z⟩.

于是

⟨∇XY, Z⟩ = 1

2
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩ − ⟨X, [Y, Z]⟩+ ⟨Y, [Z,X]⟩+ ⟨Z, [X,Y ]⟩) .

这唯一确定了一个联络.
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定义 1.3. 上述命题中的联络称为 Levi-Civita 联络，性质 1 的几何意义是与 Riemann 度量
相容，性质 2 的几何意义是无挠.

设 ∇ 为联络，
∇∂i

∂j = Γk
ij∂k,

则系数 Γk
ij 称为 Christoffel记号. 对 Levi-Civita联络而言，根据命题1.1的结果，结合 [∂i, ∂j ]，

可以计算

Γl
ijglk =

1

2
(∂igjk + ∂jgki − ∂kgij) .

因此两边乘以 (gkl) 并更改指标，有

Γk
ij =

1

2
gkl(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij).

定义 1.4. 设 c : [a, b] → M 是 Riemann 流形 M 上的一条光滑曲线，如果 c 上的光滑向量

场 X 满足

∇ċX ≡ 0,

其中 ∇ 为一个联络，则称 X 沿 c 平行移动.

命题 1.2. 对于光滑曲线 c : [a, b] → M 和向量 X0 ∈ Tc(a)M，则在 c 上存在唯一的光滑向

量场 X 满足 X(a) = X0 且 X 沿 c 平行移动.

证明. 只需对定义在一个坐标卡 (U,φ) 中的曲线 c 证明即可. 实际上，如果设 X = Xi∂i，

ċ = xi∂i，则

∇ċX = ∇ċ(X
i∂i) = (∇ċX

i)∂i +Xi(∇ċ∂i) =
dXi

dt ∂i +Xixj∇∂j
∂i =

dXi

dt ∂i +XixjΓk
ji∂k.

因此条件可以转化为常微分方程组

dXk

dt +XixjΓk
ij = 0, k = 1, 2, . . . , n.

由常微分方程的理论，这个方程存在唯一解.

例. 设 S2 ⊂ R3 是单位球，c 是 S2 上的一个圆，X0 是 c 上某点处的切向量. 考察 X0 在 c

上的平行移动.
发现将 c 视作 S2 上的曲线，和视作与 S2 切于 c 的圆锥上的曲线，是等效的，包括各

点处的切空间都相同. 因此可以不妨在这个圆锥上考虑问题. 发现圆锥是可展的，展开后平
行移动依然是平行移动. 将欧式平面上的平行移动对应到球面（圆锥）上就是沿着 c 的平行

移动.

注记. 不难发现，在 R3 中观察上述平行移动，X0 似乎在以恒定角速度旋转.
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c

C

X0

例. 上半平面
R2

+ =
{
(x, y) ∈ R2 : y > 0

}
在运算

(x1, y1)(x2, y2) = (x1 + x2y1, y1y2)

下构成一个 Lie 群. 在 T(0,1)R2
+ 中定义与欧式空间这个点相同的内积，那么左乘映射 L(x,y)

诱导一个左不变的 Riemann 度量. 即对于 X,Y 在 R2
+ 的 Lie 代数中，

⟨(L(x,y))∗X, (L(x,y))∗Y ⟩ = ⟨X,Y ⟩

结合 dL(x,y) =

(
y 0

0 y

)
, 可知这样定义的 Riemann 度量就是

ds2 = dx2 + dy2
y2

.

计算对应的 Levi-Civita 联络的 Christoffel 记号，有

Γ1
11 = 0, Γ2

11 =
1
y
, Γ1

12 = − 1
y
,

Γ2
12 = 0, Γ1

22 = 0, Γ2
22 = − 1

y
.

设 X0 = (0, 1) 是点 (0, 1) 处的切向量，那么可以计算 X0 沿着曲线 c(t) = (t, 1)，t ∈ R 的
平行移动. 根据命题1.2证明中的计算，c 上的向量场 X(t) = Xi∂i 需要满足

dX1

dt +X2x1Γ1
12 = 0,

dX2

dt +X1x1Γ2
11 = 0,

=⇒

X1 = sin(t),

X2 = cos(t).

在欧式空间中看这实际上是一条摆线.
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